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Nous nous interessons principalement aux polynbmes ayant une certaine concen- 
tration aux bas degres (mesuree, par exemple, par la somme des carrts des coef- 
ficients). Nous commencons par estimer la taille, dans chaque ensemble de mesure 
positive du tore, du sous-ensemble ou un tel polynbme est grand. Nous examinons 
ensuite le produit de deux polynomes, dont le premier est de ce type, dans differents 
cas: si le second est aussi de ce type, ou s’il a un grand coefftcient, s’il est concentre 
sur un ensemble lacunaire, ou: finalement, sur les mailles d’un ensemble 
lacunaire. ~_ t#? 1985 Academx Press. Inc. 
0. NOTATIONS 
Nous serons amen& A utiliser plusieurs normes sur l’espace des 
polynhmes en une variable A coefficients complexes. Si P(z) = x,&O aizJ est 
un polyrhme, nous notons: 
I/ P )/ m = Sup ess ) P(e”)I. 
OET 
Si E est un sous-ensemble mesurable du tore T, nous notons aussi: 
et II P II L2cE)7 II P II L=(~) sont dCfinis de faGon analogue. 
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Nous aurons Cgalement a utiliser les normes liees aux coeficients de P, et 
nous posons: 
(la premiere de ces normes est la norme dans l’algebre du Tore B(F); elle 
est parfois notee \\ P 11 dc?F ). La dernibe est celle dans l’espace des pseudo- 
mesures, parfois notie (1 P Ij PM). 
Ces normes verifient Cvidemment les intgalites ci-dessous: 
I~l,~ll~Il~~lI~lI~=l~l2fll~II,~I~I*. 
La mesure de Haar normalike sur le Tore, ~e/2~, sera notee m; si k est 
un entier, on note P 1 k = C$ u,zj. 
1. R~SULTATS 
Les rtsultats p~ncipaux de notre article sont les suivants: 
THI?OR&E 1. Si P a un grand coefficient et Q une certaine concentration 
aux bus degrb, PQ a un grand coejyicient. PrPcisPment, soient 6, 6’> 0, 




TH~OR&ME 2. Si P a une certaine concentration sur un ensemble 
lacunaire et Q une certaine concentration aux bus degrhs, PQ a une certuine 
concentration SW un translatk de cet ensemble lacunaire, 
L’tnonce prtcis (semblable au precedent) sera don& au Section III. 
Now demontrerons ensuite une extension du theoreme 2, au cas oh P a 
une certaine concentration sur les mailles dun ensemble lacunaire. 
La technique utilisee repose sur l’inegalite de Jensen, qui nous permettra 
d’estimer la taille, dans chaque ensemble E contenu dans le Tore, du sous- 
ensemble oh ( P ( est grand, lorsque 
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II. ESTIMATIONS DE POLYN~ES SUR LE TORE 
On sait que l’inkgalitk de Jensen prend en compte le premier coeflicient 
a0 de P. Nous allons tout d’abord en Ctablir une version qui utilise les k + 1 
premiers coefficients. 
LEMME 3. Pour tout Pauec I/P//,=1, IIPlkllZZ& ona: 
s 2n 6 0 LogIP(e”)l$>2Log--;iTi. 
DPmonstration. Notons tout d’abord que pour O<r,<f, on a: 
jIPJkJj <r-“+l)Ea_X IP(z (2) _ r 
En effet. 
aj = 
Soit maintenant zO, JzOj = r, telque 1 P(z,)l = max,;, =I ) P(z)l, et soit 
6’ = rk+ ‘6. D’aprZs I’intgalitC de Jensen et (2), on a: 
< s 2n Log 1 P(e’@)( 
(1 -r2)eiH df9 
0 -z,e”“+(l +r*)e”-zoZ;; 
l-r 
<- 
1 +r s LogtplcO 
Log 1 P(e”)l g 
+l+r 
-s l-r Lc+lPI>O 
Log ( P(e”)I 2. 
Comme JLog ipI < o Log / PI < 4, prenant r = f, on obtient le rksultat 
annonct. 
PROPOSITION 4. Soient k E N, 6 > 0, a > 0, LY 6 1. Pour tout polynBme P 
v&rifiant (1) et tout ensemble mesurable E c B avec m(E) = a, on a: 
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demonstration. Pour tout E, et A quelconque c E, fA Log / Pi d 
Log 4, et done jA Log 1 P 12 Log S”, avec 6” = ~~Je5~2~k + ‘. 
Soit A=Enf~Pl~iY’“~“), alors m(A)<a/cr, et sur EnA”‘, on a 
l’estimation voulue. 
Remarque. La technique utilisee dans la demonstration du Iemme 3 
now a ett suggeree par le referee, que now tenons B remercier ici. Les 
estimations qui en resultent (proposition 4) sont bien meilleures que nos 
estimations d’origine. 
COROLLAIRE 5. Sous les m&mes hypotht%es qu’d la proposition 4, on a: 
II p/2. 
Remarque. On peut aussi faire l’hypothbe de concentration aux bas 
degrts sous la forme: 
IPl”ll~~ IPI,, (1’1 
et l’on obtient des tnonces analogues (avec, meme, des constantes plus im- 
ples), mais la forme (1) est moins restrictive, puisque, si (1’) est vraie: 
III. PRODUITS DE POLYN~MES 
Nous allons maintenant appliquer les resultats prkctdents pour estimer 
la taille du produit de deux polynomes, en fonction de leurs con~ntrations 
aux bas degrts. 
PROPOSITION 6. Soient m, n E N, a > 0. Pour tout ensemble mesurable 
E c U, tous po~yn~mes P et Q &jfiant: 
ll~lrnl12~~ llPll2; llQlnll,~~’ llQll2r (3) 
si ton pose: 
u=u(S,a,m)= 0 = u(ij’, a, n), 
on a: 
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DPmonstration. Prenons a = 3 dans la proposition 4; le sow-ensemble 
de E ou I’on a & la fois 
est de mesure >a/3. 
COROLLA~RE 7. Si P et Q sent deux ~o~yn~rn~s v~ri~ant (3), et si 
m(E) = a, on a: 
et, pour le Tore tout entier: 
llPQII,~$4~, l,m)u(d’, ~,~)llf’l12~/lQl12. 
Si P est de degre m et Q de degre n, nous obtenons: 
)/ PQ 11 I B $e - 159 - 3im+n+2) ltPII2. IlQtl2. 
Remarque. Si P et Q sont des polynomes de degre m, n respectivement, 
ce resultat peut ittre rapproche d’un theoreme de Gelfond (voir par exemple 
r51: 
Grace a l’equivalence des normes en dimension finie, ce thtoreme donne, 
pour le Tore tout entier et pour ces polymjmes, une bien meilleure con- 
stante que notre corollaire 7. Mais celui-ci est valable pour des sous-ensem- 
bles arbitraires du Tore, et pour une classe plus large de polynomes; en 
outre, l’estimation obtenue est du meme ordre de grandeur. 
Une autre conkquence du corollaire 7 est que, notant 
A(m, n) = 
iPiP 
e1593(m+n+2) 
on a, pour P et Q verifiant (3): 
llPQll,~~(m,~~l~l”I~~lQlnl~~ (4) 
Ce dernier resultat peut $tre rapprocht d’un thioreme dtmontre (par des 
methodes differentes) par le second auteur, dans [S], pour des polyn6mes 
$ plusieurs variables: 
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Si P = C, a& . . . xa,N, nous notons 
THI?OR~ME [3]. Soient m, n E: N, S, 6’ >O. II existe une constarzte 
A(d, 6’; m, n) telle que, pour tous polyn6mes P et Q avec: 
on ait 
et la constante A est indPpendante du nombre des variables. 
L’avantage de cet &once est tvidemment de s’appliquer aux polynbmes 
en plusieurs variables, mais l’estimation sur PQ est en norme 1 * 1 r, et non, 
comme au corollaire 6, en norme 11 . 11,. 
Si l’on connait a l’avance une minoration de la norme L2 de l’un des 
polynomes, par exemple en sachant que l’un des polynomes est grand sur 
un certain ensemble, on peut obtenir une estimation de la taille du produit 
par un polynome concentre aux bas degrts: 
T&OR&ME 8. Soient k E N, 5, 6’ > 0. Pour tout ~o~yn~rne P v~r~iant~ 
ilPll222. IIPII, , (5) 
et tout polyndme Q awe 
IIQI%W IIQll2r (61 
on a, avec o! = a(& 6’; k) = ~~~8/*2/(e5/29k + l )41s2, 
m(lpQl ~41PIIz~ llQl12> J*/4. 
remonstration. On peut supposer jj P [I2 = 1. Si E est le sous-ensemble 
duToreohIPl36,ona: 




-----7j > s2/2. 
1+6 
396 BEAUZAMYETENFLO 
D’aprbs la proposition 4, avec a = 6’12, c1= 2, il existe un sous-ensemble 
E’ de E, de mesure &P/4, SW lequel 
le theorbme en rest&e. 
COROLLAIRE 9. Si P et Q vPrij?ent (5) et (6), on a: 
ii PQ II I 2 c-x IiP II 2 . Ii Q II 2. 
En renfor9ant les hypotheses sur P, nous allons voir que l’on peut, dans 
le produit PQ, trouver un grand coefficient. Cette conclusion est tvidem- 
ment plus precise que celle du theoreme 8. 
TH&OR&ME 1. Soient 6,6’> 0, k E N. II existe une constante 
A = 1(&d’; k) > 0 telle que, pour tom poEyn6mes P et Q avec: 
on air: 
~~monsirat~on. Ii sera commode d’kcrire P = xjE p aj zj, Q = ‘& 0 b$, 
et de supposer: 
Nous poserons en outre P, = a,, Q, = Q Jk. Nous dirons que P’ est un 
morceau de P si P’ = cicA ajzj, A c 7. Si P” = CE B ajz-’ est un autre mor- 
ceau de P, nous dirons que P’ et P” sont disjoints si A n 3 = 0. Si A c Z, 
nous noterons 7-r,,, P = Cie .4 ajzJ. Le support de P est (Jo H, ai # 0). Cette 
terminologie signitie qu’un polynome est ici identifit a la suite de ses coef- 
ficients, et non plus consider& comme une fonction sur Ie Tore: c’est ce 
point de vue que nous adopterons dbormais. 
Soient P’, Q’ deux morceaux de P et Q, disjoints de PO et Q,,, respec- 
tivement. Alors, d’apres le corollaire 9: 
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Pour demontrer le theoreme, observons d’abord que 
Soit ,?$, f’ensemble (0, l,..., k), x0 (au lieu de n,) la projection de restric- 
tion a E,. Nous allons distinguer plusieurs cas: 
* ou bien 11 no(PQ >a/2, et done 1 no(P Za/2m, et la 
demonstration est achevbe: nous notons ce cas 0. 




. ou bien IIno(P’Q0)l12~5a/4 (cas 1) 
. ou bien \I ~~(~Q’}ll 2 >/ a/4 (cas 2). 
Considerons d’abord le cas 1. Posons cl = @(k + 1). Dlcomposons P' 
en deux morceaux disjoints : P’ = P, + P", ou, dans P,, tous les coe~~ents 
veritient / ai\ 2 E, , darts P”, 1 aj] < cl. La contribution de P"Qo A E, est au 
plus: 
II M”‘Qo)ll~ G J;c’t+l I J”‘Qc,l zc G ~1 ,b= I Q, I, 6 @4 
et done 
Le morceau PI, puisque I P, 1, < l/S, comporte Cvidemment au plus 
K, = L/&s1 termes, et il est concentre sur k + 1 translates de E. (un translati: 
de E est un ensemble E-t U, u E Z). En outre: 
Le support de (PO + P,) Q,, que nous notons E,, comporte au plus 
(1 + k)( 1 + I/&,) elements. 
Nous savons (d’apres (7)) que jl(Po + P,) Q. 1) 2 >, a, et nous considerons 
ah-s II~l(pQ)l12. 
Passons maintenant au cas 2. Soit a; = a&‘$v/k+l. Dbcomposons Q’ en 
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Q’ = Q, + Q”, oti tous les termes de Qr veritient ( h, 1 2 E’, , tous ceux de Q”, 
lb,1 -cc;. On a: 
et done 
II df’Q,)ll2~d8. 




Le support de PO(QO + Qr ), que nous notons E, , comporte au plus 
1 + k + K; elements, et nous considtrons alors (1 nr( PQ)ll 2. 
Supposons maintenant que nous ayons reitere ce raisonnement n fois, et 
que nous ayons obtenu une suite, notee u,, de cas 1 ou 2, dans un ordre 
quelconque, avec, par exemple a cas 1 et b cas 2 (a + b = n). 
Chaque cas 1 fait apparaitre des morceaux disjoints P,,..., P, dans P, 
avec 1 P, 1 r 2 c&/8. Chaque P, a au plus K, termes, et tous les termes de cha- 
que Pi sont superieurs a E:. 
Chaque cas 2 fait apparaitre des morceaux disjoints Q, ,..., Qb dans Q, 
avec I( Qj[iz > ~48. Chaque Qj a au plus K; termes, et tous les termes de 
chaque Qj sont superieurs a 8’;. 
Soit E, le support de (PO + *. . + P,)(Qo + ’ . * + Qb); cet ensemble a au 
plus 6, = (1 + K, + . . + K,)(k + K; + *. . + K;, + 1) elements. On con- 
sidhe 11 x,( PQ) 11 2. 
* Si ll~~~PQ)ll~~~/2, on a IPQ/,Ba/2a,, et c’est le cas (u,,O). 
* Sinon, puisque, d’apres (7): 
il~L(f’,+ .*+ +P,)(Qo+ ... +C?ti)ll/2~x 
c’est que, notant 
P=Po+ ... +P,+P’, Q=Qo+ - . * + Qb + Q’, 
* ou bien llq,[P’(Q,f ... +Qb)]l123ct/4cas(u,, 1)) 
* ou bien /I n,(PQ’)l12 2 a/4 (cas (u,, 2)). 
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Dans le premier cas, on pose E,, , = ~~i~8~~. On decompose P’ en 
Pr=P,+, + P”, oh tous les termes de P, + r sont supkrieurs a E, + , , et tous 
les termes de P” inferieurs. On obtient 
II ~,lPu + if Qo + *. * + Q,ll II z 2 48. 
P U-+-l a au plus K, + I = l/&s,+ I termes, et 1 P, + I 1 I 2 &F/8. En outre, 
P N + 1 est concentre sur Kb + . ’ . + K;, translates de E,. 
Dans le second, on pose E;.+, =LYC?/~&. On decompose Q’ en 
Q’ = Qb+ , f Q” comme ci-dessus, et: 
Q bfl a au plus Kb+ 1 = (l/~Y~s’~, r) termes, et 11 Qb + 1 11 22 016/g. 
Puisque ] PI, < l/6, le nombre total de cas 1 est au plus 8/a&?‘. Puisque 
j/Q /I1 < f/S’, le nombre total de cas 2 est au plus 82/cr2S26’2. Par con- 
sequent, pour n < 8/a&3’ + (X/C&‘)~, on aura un cas (u,, 0), et le theoreme 
est demontre. 
Remffrque. Dans ce theoreme, le choix de la norme 1’ 1, pour 
l’hypothese de concentration pour P est essentiel: sous I’hypothese 1 P) r, 2 
6 I/ P/l,, le theoreme est faux (et cette hypothbe, du reste, n’im 
(5)). Soient en effet P=(l -{~/&)~;z-~)z*“, Q=l +(l/ P 
lique pas 
n)C’;.zU. 11 
est clairque /Pl,=lQl,=I, [IPljz=ilQ\[,=&, et IPQ/,=i/&, car 
les differences 4’ - 4” sont deux ri deux distinctes. 
Le theoreme 1 peut &tre demontre simultanement pour toute une famille 
de polynbmes: si tous ont un grand coefficient, de m$me indice, ii en est de 
meme des produits par Q: 
TH~OR~ME 10. Soient P, = c, 3 0 a, fl)zj des p~I~~~~rnes, avec, pour un cer- 
tain jO>O: 
et Q un polyn6me auec II Q 1’ (I 2>,6’ IIQl12; si Pon Pcrit P,Q=&30 c)‘)zj, il 
existe un indice j, >, 0 tel que 
7 lcj:‘i”-$ I/P,112 llQll2, 
o& A = A(& 6’; k) est don& par le t~~or~rne 9. 
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Dkmonstration. 11 suffit d’appliquer le theoreme 1 au polynome 
P’C ,a L E~P,, ou E,a:,l) = 1 a;:) ( pour tout IE L, et L est un ensemble tini tel 
we 
Remarque. Si l’on prend P et Q sous la forme 
P = C a,d, Q = c b,z’, 
JEZ IEL 
les tnoncts correspondant aux theoremes ci-dews sont Cvidemment faux. 
On peut en effet trouver dans I’algebre du Tore d(U) = {f:f= xjE H ajev’, 
xjE z ) ajl < +cc >, deux fonctions f et g a supports disjoints, avec, par 
exemple, si 
f = 1 aJdH, g = c b/e”@, a,=b,= 1. 
IEZ It‘z 
Les polynomes P, = C t; aje@, Q,, = C: n bre”’ auront une certaine con- 
centration au degrt 0 (mesuree en norme 1. ( , ), mais 
Cette remarque sert aussi a donner une estimation superieure de la con- 
stante intervenant dans ces &non&s (nous ne savons pas quelle est la 
meilleure constante possible). Soit en effet p = (pn)ndO une suite croissante 
de reels avec ~~21, p,,,+,,<p,,,‘p,,, m, nEN. On sait 
Beurling: 
que l’algebre de 
est non-quasi-analytique (c’est-a-dire contient des fonctions dont le support 
n’est pas le Tore entier) si et seulement si 
c Log P” y< +a. n>O l+n 
Soient en effet f, g deux fonctions a supports disjoints, dans une telle 
algbbre. lkrivons f = P, + PL, g = Qn + QA, P, et Q, Ctant comme 






=cC=If I, II glI.,p+l gl, Ilf IIdg. 
IV. POLYN~MES CONCENTR~S SUR DES ENSEMBLES LACUNAIRES 
Nous allons maintenant considkrer le cas oh P est un polynbme ayant 
une certaine concentration sur un ensemble lacunaire, Q tttant, comme 
prtcbdemment, assez concentri: aux bas degrks. 
Soit (nj)j, N une suite d’entiers vhifiant no = 0 et nj+ 1 > 2nj, j> 1. Soit 
6 = {(ni),, .}. Un tel ensemble sera dit lacunaire. Le translat6 de 8, 7,& 
(pour a E t+J), sera ((n, + a),, N}. 
TH~OR~ME 2. Soient 6, 6’> 0, kE N. I1 existe une constante A(& 6’; 
k) > 0 telle que, pour tout ensemble lacunaire &, tous polyn6mes 
P = C a,zj, 
jr0 
Q = 1 b,z’, 
I20 
lTRpl,a~ IPI,, lQl”ll28 IQI,, 
on puisse trouver un translatP de &, T,&, avec: 
lq,V’Qh8. lpll IQI,. 
Demonstration. Nous allons tout d’abord nous ramener, pour sim- 
plifier, au cas oh k = 0: 
LEMME 11. Si P&on& ci-dessus est vrai pour k = 0, il est vrai pour tout 
kEN. 
Dt!monstration du lemme. Soit k > 0. Soit (Y,)~,, une suite croissante de 
nombres positifs avec CE rj < 1. Soit Q = ClbO b,z’ un polynbme avec 
( Q 1“ ( 1 = 1, I Q ( ,6 l/6’. Soit j. le premier entier tel que I bjOl 2 y,, (j, < k). 
Posons Q, = ( l/bjo) &jo b,zj; on a I Qo) 1 < l/yj,6’, done: 
et 
I n,oAPQ)l I 2 I PI lCn(d, YjoS’;O) Yjo- (~0 + ... + Yjo- 1)1, 
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et il sufit de choisir la suite yi pour que, pour tout ,j, 
Yjon(d, Yja’; O) 3 2(YiJ + ‘. ’ + Y,. 1). 
La constante voulue sera alors 6’y,y(6, y&3’; 0). Ceci prouve le lemme. 
Revenons A la demonstration du theoreme. Soient maintenant P et Q 
deux polyn6mes. On note P, = n,,P, et on suppose 1 P, / I = 1, 1 Pi i d l/S; 
on pose Q, = b,, et on suppose 6, = 1, 1 Q 1, d l/S’. 
kvidemment 1 TC,(P,&)I, = 1. Si I z6*(PQ)l, 3 $, la demonstration est 
achevee. Supposons done (x,(PQ)j I < $, et tcrivons Q = Q0 + (2’. On aura 
done / ~E~(PQ’)I, 3 3. 
LEMME 12. Soit d un ensemble lacunaire. Pour tous polyndmes P, Q on 
a: 
Dkmonstration. On a 
lM%?h =I / c a,&/. 
i k.13 0 
k+i=n, 
D~composons cette somme en deux parties A + B, avec: 
Alors A G’cj CO<k<(lp)n, b,lbn,-,I 6zkbO lakt &,n,aZk I&z-,+I. Or, 
pour deux valeurs distinctes de k, k,, et k,, les sommes 
c lb,+-,/ et c Ibn,-d 
j.n,> 2k, .I+ z 2k2 
n’ont aucun terme en commun (l’egahte rti, - k, = njz - k2, nj, Z 2k *, 
nj2 3 2k,, implique nj, = nj2). 
Done A<‘(P(;(QI,. On montre de meme que-8,(/P/, /Q/,. 
Revenons a la demonstration du thtoreme. Si / P 1~ 3 Z/S, il suffit d’ap- 
pliquer le theoreme 1. Supposons done j P / DcI < 6’/8. Pour 3, = S/8, decom- 
posons Q’ en Qr -I- Q”, ou dans Q” tous les I b,l sont < A, dans Qr tous 
sont >A. On obtient, d’apres le lemme 12: 
et done I TcJPQ~)I, & f. On a done (Qr 1 I & 6/2, et le nombre de termes de 
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Q r, note K; , est au plus S/S&‘. Considerons 1 P, . (Q, + Q 1 ) 1 r. Puisque cha- 
que translate de d touche B en un point au plus, on aura 
si 1 P 1~ < 1/2K; ce que, a nouveau, nous pouvons supposer. Soit F, le 
support de P,(QO + Q,) (c’est la reunion de K’, + 1 translates de 6). Si 
I rcF,( PQ)l 1 > a, la demonstration est achevte. 
Sinon, notant P = P, + P’, Q = Q, + Q, + Q’, c’est que: 
* ou bien I~,,(P’(Q,+Ql))I,~~(cas 1) 
* ou bien I xF,(PQ’)I, 3 $ (cas 2). 
Considerons d’abord le cas 1. Les exposants dans P’ qui peuvent inter- 
venir dans x,[P’(Q,+ QI)] sont de la forme n, - m’, oh m’ est un exposant 
dans Q0 + Q,. De meme, les exposants dans P’ qui peuvent contribuer a 
n,,[P’(Q, + Q,)] sont de la forme n, - m -m’, oh m est l’un des entiers tels 
que F, = u, t,b. Notant P, l’ensemble des termes de P ayant ces 
exposants, on obtient un morceau de P pork par K, translates de d, ou K, 
ne depend que de 6 et 6’. On considere alors F,, support de 
(PO+ Pl)(Qo+ QI). 
Dans le cas 2, on decompose Q’ = Q2 + Q”, ou tous les termes de Q” 
sont <q = a/16, et ceux de Qz sont >,v]. Supposant I PI rxl 6 6’/16, on 
obtient comme precedemment I n,,(PQ,)l , >, &. Q2 a au plus K; termes, et 
I Q,l 1 3 d/16. On consider-e PO(QO+ Q, + Q2), et F,, support de ce 
polynome. 
Supposons maintenant, comme au theoreme 1, que I’on ait des morceaux 
disjoints P, ,..., P,, Q0 ,..., Qb, chaque Pi itant pork par la reunion de Ki 
translates de 6, et I Pi 1, > A(S’/S), chaque Qj comportant au plus K; termes, 
et I Qj I 1 > 1(6/8), ou I. est donnt par le lemme ci-dessous, qui est la cle de 
cette construction: 
LEMME 13. Soit I.= n(Jj2, 6’; 0), donnPe par le tht!oreme 1. Soit P’ un 
morceau de P, disjoint de P,, et porti par K translatts de 8, et soit Q’ un 




4(K+ 1)3 (K’+ 1)2’ 
on a: I(Po+P’)(Q,+Q’)l,~~a;l. 
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DPmonstration du lemme. Ecrivons PO + P’ = cjB ,,mE M a,, + ,,,x”J + “‘, oti 
M est un ensemble a K+ 1 elements, contenant 0. Pour j 2 0, posons: 
et soit Sj tel que 1 a, / = Sj 1 R, / , . D’aprb le theoreme 1, on a: 
I R~(Qo + Q’)l13 I Rj(Q, + Q’)l m 2 J+(dj, 6’; 011 Rjl oc 
2 8,d(aj, 6’; O)( Rj ( I. 
Or 1 ~~jla,l=~~~jlR~l~~ 
et: 
done xj,&, B 6,2 Sj ( Rj 1 i 9 f, et par consequent 
4 I Rj(Qo + Q’~l I>, C sjn(a,j, 6’; O)l Rjl1 
J-6, 2 612 
Notons Gj le support de Rj(QO + Q’). N ous allons voir pour combien de 
paires j, , j2, avec j, #j,, Gi, et Gj2 peuvent se rencontrer. 11 faut pour cela 
we 
oti m,, m, E 44, et m;, rn; E W, ensemble des exposants de Q. + Q’ (et M’ a 
au plus R + 1 elements). La difference nil --nil peut prendre au plus 
(KS 1)2(K’ + 1)’ valeurs distinctes. 
Soit $= (j, 3j,<j, G,,nGj#@), alors I$/ <(R+ 1)2 (K’+ l)‘, puis- 
que les difhkences sont deux a deux distinctes. Pour chaque j, 
IRj(Qo+Q’)l,~(l/s’)lRjl,~((K+1)/6’)IPl,, et done: 
et finalement 
et le lemme est demontre. 
PRODUITS DE POLYNbES 405 
Revenons a la demonstration du theoreme. Le role joue par le lemme 13 
est analogue a celui jout par (7) dans la demonstration du theoreme 1. On 
voit en effet que la construction ne peut se poursuivre plus de n = 16/k@ 
ttapes. A lajeme &tape, on regarde si 
IPI,< 16’ 
4(K,+ 1)3 (Ki+ 1)2’ 
Si c’est le cas, on passe a la (j + 1)’ &ape. Sinon, on applique le 
theoreme 1. A chaque ttape, si ( rcF,(PQ)l i < 1/4, apparait, soit un nouveau 
morceau de P, soit un nouveau morceau de Q, dont la norme 1.1 1 est 
minoree. 11 y a done un j 6 n, tel que, si F, est le support de 
(Po+P,+ ... +PaNQo+Q~ + *.. +QJ (a+b=j), on ait ITC~(PQ)I,>/ 
A/4. Comme F, est la reunion d’un nombre connu de translates de 8, le 
theoreme en resulte. 
Remarque. Dans la demonstration de ce theoreme, nous utilisons prin- 
cipalement la propritte suivante de l’ensemble 6: les differences ni - nf sont 
deux a deux distinctes, ce qui revient a dire que l’intersection de 8’ avec l’un 
quelconque de ses translates est reduite a un point. Appelons “1-1acunaire” 
un ensemble ayant cette propriett. Nous ne savons cependant pas si le 
thtoreme est vrai pour un ensemble 1-lacunaire. Le lemme 12, qui permet 
de ne considerer que les grands coefficients de Q’, est en effet en defaut, 
pour un ensemble 1-lacunaire, comme le montre l’exemple suivant, dQ a 
J. Bourgain: 
Dans [0, N], il existe un ensemble 1-lacunaire 8, avec 18 I > N’j3. En 
effet, si d est I-lacunaire maximal, tout entier ko [0, N] s’tcrit 
k=n, -n2+n,, n,, n2, n3 E&‘. Soit 6 un tel ensemble dans [N/2, N], et 
P = Q = Xi”= , e@. Alors: 
In,(PQ)l,= f IEn {k ,..., N}I 2 y 1En {k ,..., N}l > 4’3, 
k=O k=O 
tandis que lPl,=lQll=iV, IPl,=lQl,=l; il ne peut done exister de 
formule analogue a celle du lemme 12. 
Remarque. Un tel ensemble est appele “B,-set” par Sidon. On peut 
montrer (voir [4]) que I d I k (l/a-s) ,,/%, VE > 0, si N> NO(s). 
Nous allons maintenant gentraliser les thtoremes 1 et 2, en considerant 
pour d non plus un entier ou un ensemble lacunaire, mais une maille con- 
struite sur un ensemble lacunaire. 
Soit (nj),, N une suite strictement croissante. Si m est un entier > 1, nous 
dirons que E, est une m-maille sur (nj)jE rm si E, = {nj, + ... + njm; 
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II ,..., j, E N >. Now notons aussi &m = lJk,m E,, si u E FV, tU& = &m + U, et 
posons 1, = x”‘. Si tl = (a, ,..., a,), on pose 1 a 1 = a1 + . . . + aN. 
Les polynbmes P que nous considererons auront une structure moins 
generale qu’aux theoremes precedents, mais posstderont neanmoins une 
certaine concentration sur une m-maille. 
Le theoreme qui suit pourrait apparaitre comme une generalisation 
gratuite du Theoreme 2, mais nous expliquerons par la suite quel usage 
nous en avons fait. Cependant, cette application se situant hors du cadre 
developpe ici, nous ne donnerons de ce theoreme qu’une demonstration 
abregee. Mentionnons aussi qu’il &tend un resultat demontre par le premier 
auteur (voir [ 11). 
THI~OR~ME 14. Soient k, m E IV, 6, 6’ > 0. Soit (n,),, N une suite dentiers 
avec n, = 0, n, = 1, nj > 2jnip, (j > 1 ), et soit (qj) une suite dhzroissante de 
rPels posit& avec Lim, _ + Ixi vi = 0. 
I1 existe une constante A((q,),; 6, 6’; k, m) > 0 telle que, pour tout 
polynbme P Pcrit sous forme canonique: 
P=Ca,l;‘...I*,N (aveca,n, <n2, aznZ<n,, etc . ...) 63) 
et vbriyiant, pour un entier u: 
(a) I nrub, PI, 36 Pll 
(b) ~~>O&>m+, laxI 6vM IPI, 
et pour tout polynbme Q vPrifiant 
on ait, pour un certain entier v: 
(9) 
Pour dtmontrer ce theoreme, nous proctderons par recurrence, et, pour 
cela, nous ttablirons un resultat plus fort que le theoreme 14, consistant en 
une version “simultante” de ce resultat pour toute une famille (Pi) de 
polynomes: 
TH~OR~~ME 14’. Soient k, m, 6, 6’, (nj),, N*, (vi),, N comme prectdem- 
ment. I1 existe une constante 1, > 0 telle que, pour toute suite (Pj),E N* de 
polynbmes vhifiant, pour un certain entier u: 
(a) Cj I ~r.8R, pjll asC, Ipj113 
(b) vhf>% C,C,a,>m+M z la’“1 6v],+fCjlp-l I 1r 
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et tout polynBme Q &r$iant (9), on ait, pour un certain entier v: 
1 I%&, (f'jQlll2JC IPjll*lQll~ 
i i 
Dt!monstration. Cette propritte est vraie pour m = 0: c’est le 
theoreme 9’. Supposons-la demontree a l’ordre m - 1, et Ctablissons-la a 
l’ordre m. 
Tout d’abord, par le m&me pro&de qu’au theortme 2 (voir le lemme 11) 
on se ram&e au cas ou k = 0, ce que nous supposerons dans la suite. Nous 
Ccrirons done Q = C,z0 h,.u’, avec h, = 1, et 1 Q 1 r 6 l/6’. 
Dtcomposons u en u=u,n,+ ... +u,n,, et posons fi=(u ,,..., uN). 
Observons que des conditions (a) et (b) resulte 6 < q ,ri, _ m, et il existe done 
une constante C, ne dependant que de 6, (v],)~, N et m, telle que 1 ii / < C. 
Dans chaque polynome Pi, mettons 1’;’ ... & en facteur dans les termes 
ou c’est possible: 
P, = Rj + I’;’ ’ . . IYS,, oh Ri ne contient pas I’;’ . . I”,“. 
On decompose ensuite: 
R,= 1 liRj,i 
i2l 
oh Rj.;, pour chaque i et j, ne contient que I, ,..., I,, et pas I, + , ,..., l,,,. De 
meme: 
et on Ccrit 
‘1 = 1 lzpi,i avec Pi,, = R,i + 1’;’ . . . 1~ Sj,i. 
i2 I 
Par hypothbe, ~j(~,,SjI,2dCjlP,(1. Notons p=Cjz, IPill. On 
obtient: 
lz, In,$~_,Sj,jl,36p ohE:,_,estfaiteavecl,~..li 
seulement. D’ou 
Si Cism Cj> I I TUa;_, Pj,, 1 l 2 @p, il existe un i, < m tel que 
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et la demonstration est terminee, d’apres l’hypothbe de recurrence (puis- 
qu’alors ies Pi ont une certaine concentration sur le translate dune (EI - 1 )- 
maille). Supposons done que 
Apphquons l’hypothese de recurrence a la famille (PjjJj2 ,,iant; elle 
possede encore la propritte (b), avec g, remplace par qM + , . Done il existe 
un entier 0, tel que, si h = A( (‘lj+ ,)j, N ; S/2, 6’; 0, m - I), on ait 
i>;>m l~i,R;,~,~Pj.iQ)lt a@ lQl,* 
c ,‘/ 
Notons simplement xi la projection sur z,,+,~,&& I. On a done 
Observons que-vu la croissance des n,---les ensembles rvin,B&, sont 
necessairement deux I deux disjoints. Nous les notons H,. 
Un indice i&m sera dit “bon dans le polynome P,f' (note: i~39~) si: 
Si xj> r CiE3, l~~(~j~~,iQ~l, > (;ljZ)p IQ\ ,, la demonstration est terminie, 
car les PjQ ont une certaine concentration sur ~“8,~. 
Supposons done, notant 4, le compl~mentajre de &Ij dans Cl,..., N): 
Done: 
(13) 
Uti~isant (b), on trouve un nombre M (ne d&pendant que de (q,) et ,I.) tel 
que, si I”on pose P$ = 7cB”MPj.i, on ait: 
Nous allons montrer que les polyniimes Pj ont tous une certaine concen- 
tration sur un meme translate d’une (m - I)-maille: il sufira alors d’apph- 
quer L nouveau I’hypothese de recurrence. 
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On peut supposer (sinon les Pj ont tous un grand coefficient, de m&me 
indice) que: 
Si 
comme les ensembles Hi, i> M, sont deux a deux disjoints, on obtient 
c ,> 1 1 P& 1 >, (1/32&I) Ap I Q 1 1, pour un i,, 6 M, et on conclut comme 
prectdemment. En resume, il nous reste a considerer le cas oh: 
Le support de lip;, est &TM + ni: nous notons HI cet ensemble. Pour 
i> M, les Hi sont deux a deux disjoints. 
Nous allons etudier les exposants de Q qui, agissant sur un terme de P;.., 
font contribuer a un exposant dans Hi. Un tel exposant est de la 
forme:u+/?,n,+ ... + Pini, avec pi>/ 1 et PI + ... +/I; < m. Un exposant 
de l?P$ est de la forme a,n,+ ... +cci.nj., avec acal, a,+ ... +a,,< 
M+ 1. 
Un exposant de Q qui permet de passer de l’un A l’autre est Cvidemment 
de la forme 
~BI,-., Pii a1 ,.-, ac)=(u+p,n,+ ... +~ini)-(aln,+ ... +a<n,.), (16) 
et, aprbs simplification, on a pour chaque 16 i - 1, a,. p, = 0. On demontre 
aisement: 
LEMME 15. Les cZusses W(bM ,..., pi; a,,,, ,..., a?) = {e(fll ,..., pi; a,, ,..., ais); 
PI >...Y BM, a ,,..., aMEN, pial, a?>,l, CTfl,<rn, Cia,<M+l, a,*p,=O 
VZ} sont deux ci deux disjointes. 
Les elements de la classe %(bM,..., /I?;; a,,,,..., a,.) admettent la forme 
gentrale: 
u+pln,+ ... +Pw-lnM-l+(BM+YM)nM+ ... 
+(Bi~i+Yi-l)ni-l+Bini 
- [aIn + ..* +aM-InM--l+(aM++M)nM+ ... 
+(a,-,+Yi-*)ni-112 (17) 
oti al./?,=O, IyI + I/?\ dm, IyI + Ial GM, et, comme pi> 1, lyl Gm- 1. 
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Les termes de P/q< qui utilisent des exposants de la classe V(Bnr,..., pi; 
uhf,..., xi!) pour aller dans lJ12,,, H, (et en fait, plus precisement, pour aller 
dans Hi, car les classes contribuant a deux Hi differents sont distinctes) 
sont done: 
p;g ,,,,, .,~,=laMM...~~iCa~~~‘...InMM_:I.~...Irl-i, (18) 
od la somme est prise sur a ,,..., CI~.- ,, yM ,..., yip,, et 0:; est une notation 
abrtgee pour a(‘) %I,..., x 4-,,ZMf YM ,.... cl-, + y,-1. 
Notons qag (avec Cc = (tlM ,..., CQ i), /I= (/3,,,, ..., /3i _ i)) les termes de Q 
dont les exposants sont dans @(/I, a). (15) s’ecrit alors (la somme sur Cr, B 
Porte aussi sur i, omis pour simplifier): 
2 1 Iqrgh’I, 22 IPI,. (19) 
I2 I 5i.B 
Posons ra = Cg 1 qa,8 1 i . Puisque les classes sont disjointes, on a 
~r,GIQII et Cr, C l~li”lI~~lQl~. 
1 1 i>l 
Ceci implique que pour un a’, on a C,>, I ~$4’ 1, > Ap/32. A fortiori: 
c 11 c 
LP 
OL I,..., OLM- I i YM”‘Y,g-I 
a$,‘:ly...QJ ,332. 
La somme exttrieure Porte sur M variables, chacune prenant au plus A4 
valeurs, et done il existe c$ ... Y.“,. , tels que 
Mais puisque ) y ( d m - 1, les polynomes ci-dessus sont tous pork par le 
m&me translate d’une m - l-maille, et la demonstration est achevee, grace, 
a nouveau, a l’hypothese de recurrence. 
On peut donner une forme plus concise aux hypotheses sur P inter- 
venant au theoreme 14. Introduisons une norme, analogue a la norme 1. I,, 
mais avec des poids, en posant, si P est Ccrit sous la forme (8): 
PROFQSITION 16. Soient ke N, c, 6’> 0. II existe une constante 
L(c, 6’; k) > 0, telle que, pour toute suite (5) avec n, = 0, n, = 1, nj > 2jnj_ , 
v , a 1, pour tout polynhme P tcrit sous la forme (8) avec: 
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et tout po~~n~rne Q ~~r~~ant ( Q 1 k j ,> 6’ / Q j I) on ait, pour un certain entier 
0: 
oti m est la partie entihe de Log, (l/c) + 1. 
~~mon~tratio~. Prenons m comme annonce. Alors, si M > 0: 
et done &,/M+~ Ia,/ <22”‘M-1Cz /a,[, d’ou (b) avec ylM=2-M-1, et, 
prenant M = 0: C,,, G Vf 1 a, ) >, f C / a, 1, d’ou (a) avec u = 0, 6 = f, et il suffrt 
d’apphquer le theoreme 14. 
Remarque 17. Considerons un polynome P dy type (8), satisfaisant (a) 
et (b) pour m = 0 (P a done un grand coefficient), et Q = 1 + Q’, 
I Q’ 1, < l/S’. On peut se demander dans quelle mesure l’hypothese (b), qui 
ne tigure pas au thioreme 1, permet de renforcer la conclusion. On peut 
notamment se poser les questions suivantes: le grand coefficient de PQ que 
l’on trouve est-il finalement obtenu en faisant le produit dun grand coef- 
ficient de P par le 1 de Q, les autres termes annulant peu? Ou, B defaut, si 
l’indice de translation v est decompose en t; = u, n, + ’ . . + v,,,nN, le nombre 
) v 1 est-il borne par une quantite qui ne depend que des donnees k, m, 6, 6’, 
Cnj)jc N 9 (vi),, N? La reponse a cette seconde question (et done a la 
premiere aussi) est negative, comme now allons Ie voir sur un exemple: 
Soit B, _ p le polynome: 




cN- p = 2 --PIP- “I*, (p = 0 ,..., N). 
On prendra P=CFzO (-l)PBN-p, et 
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On constate que dans P: 
z: la,I~22fc,-.+c,-(,+,,+ ... +co) Id ‘P 
.g4 C 2--A-3)/2, 
J’P 
Le coefficient de xnN est (- 1)“; P satisfait done (a) et (b). Les coef- 
ficients cNPP sont calcults pour que le dernier terme de B,_, annule le 
premier de B N ~ p + , , grace au terme de coefficient 2 -P dans Q. A l’inttrieur 
de chaque B,-,, les termes s’annulent les uns les autres grace au 4xn2--“I 
dans Q. Considtrons maintenant le produit PQ. 





Ces sommes cornportent toutes une difference u,,-~ - nN _ y, ou n2 - n, . 
Substituant dans P, au couple (n,, Mu), les couples successifs (n,, n3), 
(Q, n4), etc., et modifiant Q en consequence, on voit que l’on ne peut avoir 
sur l’indice de translation o l’uniformite souhaitee. 
Le theoreme 14 (sous la forme de la proposition 16) est l’outil essentiel, 
utilise par le premier auteur, pour construire sur un espace de Banach un 
opkrateur avec un ensemble nond~nombrable, dense, de vecteurs hyper- 
cycliques: c’est une approche a un contre-exemple a l’existence de sous- 
espaces invariants. (voir [2]). 
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